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Attendez le début de I’épreuve avant de tourner la page. Ce document est imprimé recto-verso,
il contient 9 pages, les derniéres pouvant étre vides. Ne pas dégrafer.

e Posez votre carte d’étudiant.e sur la table.
e Aucun document n’est autorisé.
e L’utilisation d’une calculatrice et de tout outil électronique est interdite pendant I’épreuve.

e Pour les questions & choix unique, on comptera :
les points indiqués si la réponse est correcte,
0 point si il n’y a aucune ou plus d’une réponse inscrite,
0 point si la réponse est incorrecte.

e Utilisez un stylo & encre noire ou bleu foncé et effacez proprement avec du correcteur blanc
si nécessaire.

e Les dessins peuvent étre faits au crayon.

e Répondez dans Iespace prévu (aucune feuille supplémentaire ne sera fournie).

e Les brouillons ne sont pas & rendre: ils ne seront pas corrigés.
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Premiére partie, questions a4 choix unique

Pour chaque énoncé proposé, plusieurs questions sont posées. Pour chaque question, marquer la case corre-
spondante & la réponse correcte sans faire de ratures. Il n’y a qu'une seule réponse correcte par question.

Enoncé

On considére I’application linéaire f : R? — R? telle que :

[f]3:<g _?) o B=(-2,5),(3,4).

Par ailleurs, on visualise R? comme ci-dessous (vous pouvez écrire sur le dessin) :

I (3,4) v

..........................................................................................................................

11 : 111

Les deux droites en pointillés découpent le plan en quatre zones numérotées en chiffre romain de I & IV. Par
exemple, (0,0) appartient a la zone III et («, 3) & la zone IV. Dans quelle zone se trouve ...

Question 1 (2 points) ... (5,—1)7

[]m o []1 | Y%

Question 2 (2 points) ... f(—2,5)7

M (T [ [ 1

Question 3 (2 points) ... f(a, )7

[ W L1 [J1v
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Enoncé

On consideére, en fonction du paramétre o € R, I'application linéaire f : R2 — R? de matrice :

a—1 3—-2«a
A=
< 1 a+1 )
en base canonique.

Question 4 (2 points) On suppose dans cette question que o = 4. Parmi les matrices suivantes, une
seule est une forme réduite de f. Laquelle ?

(50 3 %) 0% 3% )

Question 5 (1 point) On suppose dans cette question que o = 0. Parmi les vecteurs suivants, sélectionner
celui qui est vecteur propre pour f :

- (171) I:l (15_3) l:’ (3’1) I:l (17—1)

Question 6 (2 points) L’application f est diagonalisable si et seulement si :

Da>2 .a<2 Da}? Da<2
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Deuxiéme partie, questions de type ouvert

Répondre dans l'espace dédié. Votre réponse doit étre soigneusement justifiée, toutes les étapes de votre
raisonnement doivent figurer dans votre réponse. Laisser libres les cases & cocher: elles sont réservées au
correcteur.

Question 7: Cette question est notée sur 6 points.

(e [ Jo[ Je [ Jel Je [ s
W (L[ klk [
On considére I'application :
f:R*=R*  (2,9)— (—z —3y,3z + 9y).

(a) Déterminer Im f et Ker f et les représenter sur le dessin ci-dessous dans lequel on a choisi les points
du plan représentant les couples (0,0), (1,0),(0,1).

(b) Déterminer f=1({(2,—6)}) et f~1({(1,3)}) et les représenter également sur le dessin ci-dessous.

Données graphiques:
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Solution

-1 -3
(a) La matrice de f relativement & Bea, s’écrit A = ( 5 g > .
-1

A étant de rang 1 (det A = 0 et A # 0), on peut 'écrire A = < 3

) (1 3) . Par conséquent, on a

directement
Im f = Vect[(—1, 3)] Kerf:2+3y=0.

Vect[(—3,1)]

Sur le dessin, on place les points (—1,3) et (—3,1) et on trace ces droites.

(b) On cherche ’ensemble des antécédents.

F {0} = {(z,y) € R? | f(z,y) = (u,v)} .

Il est non vide si et seulement si (u,v) appartient & Im f.

()0 () - (%)
PR 6] = {(29) € B2 2 +3y = 2}

C’est la droite paralléle & Ker f passant par (—2,0) (V. dessin).
o (1,3)¢Imf: f71({(1,3)}) =0.

e (2,-6) €Im f:
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Question 8: Cette question est notée sur 6 points.

[JslJs[ e[ Js[ Js [ Ja
W [ (k[ k [k

On considére "application linéaire :
f:RE =R (z,y)— (—2 — 2y,3z + 4y).
(a) Déterminer la matrice de f relativement & la base B = (1,—1),(2,1).

(b) Soit v € R? tel que [v]z = <?> Que vaut f(v) ?

(c) Parmi les 4 matrices ci-dessous, lesquelles représentent également l’application f, dans des bases dif-
férentes 7 On ne demande pas ces bases. Justifier votre résultat.

0 2 1 2 0 -2 1 1
(03 =0 =0 -0
Solution

-1 -2
(a) La matrice de f relativement & Bea, s’écrit A = ( 5 4 ) .

La matrice de passage de Bean & B est

Alors

(b) Par changement de base sur ¥: [¥]g

can

Ainsi
v=(7,—4) et f@)=(1,5).

Alternativement, par changement de base sur f(7): [f(?)]5..., = P[f(7)]5.

s = (5 5) ()= (3)

Alors

Ainsi
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Alternativement, par définition des composantes:
v=5(1,-1)+1(2,1) = (7,—-4)

d’ou

fW)=(1,5).

Deux matrices représentent la méme application relativement & deux bases ssi leurs formes réduites
sont les mémes. Une condition nécessaire est que les polynomes caractéristiques coincident.

-1 =2
A<3 4> trA=23 det A=2.

Comme xf(z) = 2% —3z+2 = (z — 1)(z — 2), f posséde deux valeurs propres distinctes et est donc
diagonalisable. La condition du méme polynéme caractéristique est donc suffisante (pas de discussion
comme pour A = 0).

La seule matrice qui convient est T'.
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Question 9: Cette question est notée sur 7 points.

[JslJsl Jal Js[ Js [ sl Js
W [ (k[ [kl

(a) Calculer les termes généraux des suites (uy)nen €t (v, )nen sachant que :
w=15 WGN,{“““’@%I%
Vo = —13 Un4+1 = Up + §’Un.
(b) A partir de quelle valeur de n a-t-on wu, <07

Solution

1

=

(a) Soit A = < 1 ) On a donc

[\SI[9N)

un+1 _ A U,

Un+1 Un,
Un — A" Ug — A" 15
Un, o Vo o —13

et donc

Procédons a la réduction de A:

trA=1 et detA=-341=

1
4 1

XAX) = X2 X+ = (x - 12

A n’est pas diagonalisable car A # 115.

amsn= (1) =( )0

Le sous-espace propre de la valeur propre % est d’équation z 4+ y = 0.

On a

On peut choisir comme deuxiéme vecteur de base : v = (1,0) et le premier vecteur de base est alors

u=f(v) =50 =(-3,1) = 5(1,0) = (-1,1)

1 —
On adonc R=P 'AP = ?2 } avec P = b )
0 1 10
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D’ou

(b) u, < 0 si et seulement si —2n + 12—5 < 0 c’est-a-dire n > 4 car n entier.



